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フーコーの振り子と力学  
 

１ .	
 フーコーの振り子と地球の自転  
	
 「地球が自転しているのかどうか、どうやったら直接的に確かめることがで

きますか？」と聞かれたら、皆さんはどのように答えますか？21世紀の今日、
地球が自転していることは常識となっています。現代では、子供でも、静止衛

星は地球に自転に合わせて一日に１回地球の回りを回転するから、地球からみ

ると静止しているように見えることを知っています。19世紀の科学者でも、地
球が自転しているから太陽が地球の周りを回っているように見えて、地球に夜

と昼ができていることを知っていました。しかし、静止衛星のようなものが存

在しなかった時代に、どのようにして科学的に直接、地球の自転を証明したの

でしょうか？ 
 
1.1	
 歴史的背景  
	
 地球や太陽等の天体の動きの理解については、長い間、宗教の影響を受けた

天動説などが主流でしたが、コペルニクス(Nicholas Copernicus, 1473-1543)やガ
リレイ(Galileo Galilei, 1564-1642)による木星衛星の観測結果などをふまえて、19
世紀中頃にもなると地球の公転や自転は一般的に認められるようになっていま

した。しかしながら、16世紀からその当時までに地球の自転を「地上で」「直接」
検証する方法はまだありませんでした。 

 
1.2	
 フーコーによる地球自転の実験的証明  
	
 フーコー(Jean Bernard Léon Foucault)は1819年、パリで中産階級の家に生まれ
ました。幼い頃から手先が器用であったフーコーは、一旦は医学の道を志しま

したが科学の世界に没頭していくことになります。フーコーは振り子による地

球自転の証明だけではなく、いくつかの科学的発明・貢献をしています。最も

有名なのはジャイロスコープでしょう。他には「ダゲレオタイプ」と呼ばれた

写真機の改良や顕微鏡の照明調整装置の発明、光速度の測定等です。 
	
 話を振り子に戻しましょう。フーコーが振り子による地球の自転の証明を行

うきっかけは偶然だったそうです。幼い頃から手先が器用であったフーコーは

いろいろな実験装置を自分で製作していました。フーコーは、1845年にはじめ
て太陽表面の詳細な写真撮影に成功しました。この撮影には長い時計じかけの

特別な装置の振り子を見ていて、装置が回転しているにもかかわらず、振り子

が同じ振動面を保とうとしているのに気がついていました。 
	
 1850年のある日、彼は旋盤のチャックに取り付けた棒の振動する面がチャッ
クの回転によらず同じ方向に振動するのに気づきました。彼は棒を振り子に置

き換えてその運動を考えてみました。振り子の支点が地球とともに自転しても

振り子自体には力が加わらないなら、地球が自転しても振り子の振動する面は

変化しないはずであり、もしそうなら、自転する地球と一緒に回転している人

には自転とともに振り子の振動面が回転していくように見えるはずだと考えま

した。さっそく、彼はこの事を証明するための装置の製作に取りかかりました。

数ヶ月後、彼は自宅地下室の天井に長さ2mのワイヤーを固定しました。その際、
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ワイヤーがねじれる事なく自由にあらゆる方向に揺れ動くことができるように

固定方法に工夫をこらしました。ワイヤーの下端には重さ5kgの真ちゅう製の錘
が取り付けられました。1851年1月6日午前2時、彼は振り子をゆっくりと揺らし
始めました。振り子をじっと見つめていたフーコーは、振り子が揺れる面が最

初の位置からゆっくりと、しかし確実にずれていくことを確認しました。その

現象は地球が自転していることの、世界で初めての確たる実験的証明となりま

した。 
	
 彼は振り子の振動する面の動きによって地球の自転が確認できることを確信

し、1851年2月2日にはパリ天文台でも長さ11mの振り子を使って、パリ在住の科
学者達に地球の自転を実際に証明してみせました。当時の大統領ルイ・ナポレ

オンは科学分野の発展に熱心だったので、フーコーの振り子の実験のことを聞

くと、その当時パリで最大の建物であったパンテオン寺院で振り子の実験を行

うようにフーコーに命じたのでした。1851年3月26日、フーコーは技師のフロマ
ンと協力して、パンテオン寺院のドーム天井に長さ67m、錘の重さ28kgの巨大な
振り子を取り付け、角度の目盛りを刻んだ円盤の上をゆっくりと振らせました。

この振り子の周期は約16秒でした。振り子の振動する面が次第に移動して地球
が自転していることがわかりやすいように、振動する錘の先端に取り付けた棒

が円盤の周囲に盛られた砂を掻いていく様子を大勢の人々の目前で実演して見

せたのです。その後、世界各地でフーコーの振り子の追試実験が行われ、現在

に至っています。余談になりますが、世界で初めて超伝導現象を発見したカメ

リン・オンネスも、博士論文の内容はフーコー振り子の理論解析だったそうで

す。 
 

1.3	
 コリオリの力とフーコーの正弦則  
	
 さて、フーコーの振り子の振動する面は時計回り、反時計回りのどちらに回

転していくのでしょうか。このことを考えるにはコリオリの力(Coriolis effect)と
呼ばれる見かけの力を考える必要があります。コリオリの力とは、回転座標系

上で移動した際に移動方向と垂直な方向に移動速度に比例した大きさで受ける

慣性力の一種で、1835年フランスのコリオリによって発表されました。コリオ
リの力は回転座標系において、移動方向にかかわらず常に移動方向に対して垂

直な向きに発生します。その方向は回転が反時計周りの場合、進行方向に対し

右向きの方向に(左から力を受けるように)発生します。自転している地球は、北
極点上空から見ると反時計周り、南極点上空から見ると時計周りに回っている

ように見えます。そのため、北半球では右向きに、南半球では左向きにコリオ

リの力が働きます。つまり、北半球にあるフーコーの振り子の振動面は時計回

りに回転していくことになります。なお、コリオリの力を考慮した振り子の運

動の解析については後の章で説明しています。 
	
 最後に、フーコーの振り子を考える際に重要な式をいくつかあげておきます。

まず、フーコーの振り子に限らず、単振り子の周期

€ 

T (sec)は振り子の長さを

€ 

L(m)、
重力加速度を

€ 

g(m/s2)とすると、 
gLT /2π= 	
 	
 	
 	
 	
 	
 	
 	
 (1-1) 

で求められます。フーコーが複雑な数式を解くことなく導出した、「フーコーの
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正弦則」と呼ばれる式があります。振り子の設置されている地球上での緯度を

€ 

α
とすると、振り子の振動面が1周するのに必要な時間(hr)は 

( )hrsin/24 α 	
 	
 	
 	
 	
 	
 	
 (1-2) 
です。よって、振り子の振動面が24時間かかって回転する角度(deg)は 

( )degsin360 α 	
 	
 	
 	
 	
 	
 	
 (1-3) 
となります。その振り子の振動面の回転角速度が正確であれば、その地点の緯

度も計算できます。 
	
 つまり、北極や南極で振り子を振らせるとその振動面はちょうど24時間で1周
しますが、赤道上では全く回転しないことになります。ここ九州大学伊都キャ

ンパスの緯度は北緯33度35分ですから、振り子が1日に回転する角度は199度と
なり、1時間におよそ8.3度ずつ時計回りに回転しながら、ほぼ43時間（約1.8日）
かかって1周することになります。 

 
 
1.4	
 科学における追求する心の重要さ	
 
	
 科学の実験をすると、ときどき不可解な現象に遭遇します。しかし不思議な現

象でも、必ず原因となる理由があります。実験で得られた結果をおろそかにせず

に、原因を追求する心をもつことが大事です。フーコー振子の場合も、その科学

者として追求する姿勢の中からひらめきが生まれ、新しい発見に結びつきました。	
 
 
 
 
1.5	
 参考  (フーコーの振り子についてもっと詳しく知りたい人は・・・) 
●書籍 
・アミール・D・アクゼル著「フーコーの振り子 〜科学を勝利に導いた世紀の大
実験〜」（早川書房） 

・Willian Tobin著、「The life and Science of Leon Foucault」（University of Canterbury） 
・ウンベルト・エーコ著「フーコーの振り子」（文春文庫）（これはミステリー小

説ですので注意。） 
●インターネットからの情報 
	
 現在、様々な情報はインターネットを介して得ることも可能です。日本各地

にあるフーコーの振り子の情報は、大阪市立科学館の渡部義弥さんの「日本の

フーコー振り子探索プロジェクト」 
(http://www.sci-museum.kita.osaka.jp/~yoshiya/foucault/) を参考にするといいでし
ょう。もちろん、日本だけでなく世界中の博物館や学校等でたくさんのフーコ

ーの振り子が揺れていますので、検索して情報を得るのもおもしろいかもしれ

ません。 
●力学の教科書など 
	
 後の章に書かれているように、フーコーの振り子は解析力学を使うことによ

ってその運動の様子をきれいに記述することができます。興味がわいたら、後

の章に進んでください。 
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２．高校で物理を履修した人、大学でこれから数学や力学を勉強する人へ 

（ニュートンの運動方程式によるフーコーの振子の運動解析） 
 

2.1 ニュートンの運動方程式 
質量mの物体が x方向の力 xF を受けるとき、 x方向に生じる加速度 xa はどう

表されたでしょうか。高校生で物理を勉強した人はニュートンの運動方程式を

知っています。そこで、加速度と力の関係式が次のように書けることが分かり

ます。 
xx Fma =  (2-1) 

この関係式によって、物体の位置 xを時間 tの関数 ( )tx として求めます。ここで

は、これから後、 x方向運動の速度 xv や加速度 xa に出てくる時間微分を、次の
ようにドットを使って書くことにします。 

	
 x
dt
xdax

dt
dxv xx  ==== 2

2

,  

もちろん、ニュートンの運動方程式は 
	
 xFxm =  (2-2) 
となります。 
 

2.2ニュートンの運動方程式によるフーコーの振子の運動の解析 
2.2.1座標の取り方 
	
 フーコーの振子の運動を調べるために、ニュートンの運動方程式を用いるこ

とにします。下図のように、地球の表面上に座標(x, y, z)を取り、大きさ１の単
位ベクトル i, j, kをそれぞれ x, y, z方向に指定します。 
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一方、この図のように地球上にその自転とは一緒に回転していない座標系

( )000 ,, zyx をとり、それを基準にして地球の自転を表す角速度を 0ω 、緯度（北緯）
を ltθ とし、さらに地球の半径はRとします。ここでは、振子の位置を P点、振
子の支点を Q 点で示しています。地球の自転の角速度 0ω と観測点の緯度 ltθ を

使って、振子の振動面の角速度が ltθω sin0 になること、つまり振子の振動面の

回転周期が )sin/(2 0 ltT θωπ= であることを示すことにします。 
 
2.2.2地球の自転を考えない場合の単純なニュートンの運動方程式  
振子の錘の質量を m、それに働く重力の加速度を g、さらに振子の糸の長さを l、
振子の糸の張力を pとします。これらをまとめて、次のように表します。 
時刻 tにおける振子の位置：(x, y, z) 

その振子の速度と加速度： ( ) ( ) ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
≡⎟

⎠

⎞
⎜
⎝

⎛≡ 2

2

2

2

2

2

,,,,,,,,,
dt
zd

dt
yd

dt
xdzyx

dt
dz

dt
dy

dt
dxzyx   

振子の長さ： 222 zyxl ++=  
糸の張力ベクトル： ( ) ( ) ( ) ( ){ }lzplyplxpppp zyx /,/,/,, −•••−=  
と置くと、ニュートンの運動方程式は次のようになります。 

( )⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

−•+−=+−=

•−==

•−==

lzpmgpmgzm
lyppym
lxppxm

z

y

x

/

/
/







 

ここで振子の振動の振幅が小さい場合を考えることにします。すると、張力 pは
mgと同じであるとして近似できます。また、zはほぼ一定になるので、一定と
して近似し、 0== zz  とします。そこで、近似的なニュートンの運動方程式は 

rPQ 
Q 

P 

 

z0 

x0 

z y 

x 

i 
 

j 
j 

k 
 

0ω

 

θlt 

図2-1	
 振子の座標の取り方。地表面にx, y, z座標を定義。 

y0 
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⎩
⎨
⎧

•−=

•−=

lymgym
lxmgxm
/
/




 (2-3) 

となり、２次元の単振動を表す方程式になります。 
 
2.2.3地球が回転していることによる見かけの力「コリオリの力」 
イメージし易いように、２次元運動の簡単な場合を考えます。この場合につ

いて、回転している系の上で生じる見かけの力「コリオリの力」を説明します。

ここでは、回転している円形の板の上で、ボールを投げる場合を考えてみまし

ょう。 

 
	
  
まず、円板は回転していないとして、図 2-(a)のように、円板の中心 O から半
径方向にボールを投げ A点に着地する場合を考えてみます。ボールの運動を次
のように表現します。 
ボールの速度（水平方向速度）: v  
中心点 Oから着地点 Aまでの距離（半径）: OAr  
中心点 Oから着地点 Aまでの飛行時間: OAt  
次に、円板が z軸回りの角速度 zω で左回り（半時計回り）に回転しているとし
ます。ボールは A点に着地しますが、その飛行時間 OAt の間に A点は角度 OAztω
だけ動きます。この点を B点で表しています。A点から B点までの半径距離は

OAzOA tr ω となります。回転している円板上の乗っていて最初に A 点にいた人か
ら観ると、この着地点は C点のように見えます。もちろん、A点から C点まで
の半径距離も OAzOA tr ω となります。そこで、A点にいた人から観ると、ボールは
ある加速度 aを受けて図 2-2(a)の赤い線のように飛んで C点に到達したように
見えます。加速度 aを時間 OAt の間にわたって受けたとき、その進む距離は

A 

 B 

 C 

O 
B’ A 

  B 

O 

(a) 半径方向へボールを投げた場合 
図 2-2	
 回転している円板上での見かけの運動 
 

(b) 回転方向へボールを投げた場合 

D 

D’ 

x x 

y y 
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( ) 22/1 OAat となります。この距離が、A点から C点までの半径距離となります。
したがって、 
( ) OAzOAOA trat ω=22/1  
の関係が成り立ち、加速度 aは 

vtra zOAzOA ωω 2/2 ==  
となり、A 点にいて円板と一緒に動いている人には、ボールはその進行方向に
対して右向きに加速度 vzω2 を受けているように見えます。この加速度に、質量

をかけて力に直すと、 
vmF zω2=  

となりますが、この見かけの力が、コリオリの力と呼ばれます。 
	
 次に、回転している A点から中心点 Oに向かって速度 vでボールを投げる場
合を考えてみましょう。今度は、ボールは速度 vの他に、回転方向の速度 zrω を
持ちます。この運動を A点にいて円板と一緒に動いている人が観ると、同図の
青線のように見えます。結局、いずれの場合も、ボールは進行方向に対して右

向きに加速度 vzω2 を受けているように見えます。 
それでは、図 2.2(b)のように、A 点にいる人がボールを水平速度 vで円板の

回転の向きに投げる場合を考えてみましょう。A 点の半径位置を rとします。
今度は、観測点を円板の外の回転していない系にとって、一旦、全体の加速度

を考えてみます。ボールにはこの速度 vに速度 zrω が加わります。到着点を D
点と取り、その飛行時間を ADt とします。この D 点までの距離を、円周上の同
じ半径距離の点にとると D’点になります。A点に載って動いている人には、ボ
ールはある加速度 aをうけ次第に右へ反れていくように見えます。加速度 aを
時間 ADt の間にわたって受けたとき、その進む距離は ( ) 22/1 ADat となります。一方、
角速度による飛行距離分 ωd 、投げた速度 vによる飛行距離分 vd は、それぞれ、

ADztrd ωω = 、 ADvtd =ν になります。これらと角度変化による距離の和を使うと、 
( ) ( )

( ) 2//2/
2//2/2/1 2

ADADADADzADzADz

ADADzADzAD

vtrvtvtttrt
drvtdtdtat

•+•+•=

•+•+•=

ωωω

ωω ννω  

となります。全体の加速度は 
rvvra zz /2 22 ++= ωω  

となるので、質量をかけて力に直すと、 
rmvvmmrF zz /2 22 ++= ωω  (2-4) 

となり、円板の角速度による力、見かけの力（コリオリの力）、円板上での速度

vによる力となります。図 2.2(a)、(b)のいずれの場合も、見かけの力は同じで
あり、進行方向に対して右方向に作用します。角速度ベクトル zω をｚ方向（円
板の角運動量の向き）にとり kzz ω=ω とすると、コリオリの力は方向を含めて 

( ) ( )0,,2,,2
2

zxzyxyyxzxxzyzzy

zC

mm
m

ωνωνωνωνωνωνωνων −=−−−=

×= ωvF
 (2-5) 

と表すことができます。 
	
 コリオリの力を使って、台風の渦の回転の向きを説明することができます。
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地球の北半球では、図 2-2と同じように、地表面に対して鉛直向きの角速度ベ
クトル（ 0>zω ）ができます。図 2-3 のように、中心の低気圧領域に、外側か
ら空気が流れるとします。このとき、空気の流れに向きに右向きにコリオリの

力が働きます。その結果、北半球では、台風の渦巻きは必ず左巻きになります。

南半球では、 0<zω となるので、台風は右巻きになります。 

 
 
次に、振子がコリオリの力を受ける場合に運動を考えてみましょう。北半球

では、コリオリの力は、進行方向に対して右向きの力になります。そこで、行

きの場合に進行方向に対して右向きの力、戻りの場合にも進行方向に対して右

向きの力が作用すると、図 2-4に模式的に示すように、振子の振動面は時計回
りに回転することが予想されます。 

 

 
 
 
2.2.4ニュートンの運動方程式によるフーコーの振子の運動解析 
 コリオリの力は、 (2-5)式で表されることが分かりました。ただし、北緯 ltθ の場

図 2-3 北半球における台風の回転の向き。コリオリの力により左巻きへ。 

Q (振子の支点) 

P (振子の錘) 

図 2-4  進行向きに対して右向きの力を受ける錘の運動。振動面が徐々に回転。 
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所では、その鉛直方向の角速度 zω は、地球の自転の角速度ベクトル 0ω を使って、

ltz θωω sin0= となります。(2-4)式の第１項は地球の自転による遠心力を示し、第
３項は振子の運動による遠心力を表しますが、それらは地球の重力に比べて小さ

くので無視することができます。したがって、(2-3)式の運動方程式は、次のよう
に近似できます。 

⎩
⎨
⎧

•−−=

•−=

lymgxmym
lxmgymxm

lt

lt

/sin2
/sin2

0

0

θω

θω



 

表現を簡単にするため、 
lggltz /,sin0 == ωθωω  

を使用すると、解くべき式は、 

⎪⎩

⎪
⎨
⎧

−−=

−=
2

2

2

2

gz

gz

yxy

xyx

ωω

ωω




 (2-6) 

となります。これらは定数係数の線形微分方程式なので、解として
titi BeyAex λλ == , の形を採用して、微分方程式を解くことにします。解自体は、

一旦、複素数として取り扱いますが、もちろん最終的に座標の値は実数となりま

す。仮定した解の形を (2-6)式に代入して、定数 A、B に関する連立方程式（特
性方程式）を求めると、 

( )
( )⎪⎩

⎪
⎨
⎧

=+−+•

=•−+−

02

02
22

22

BAi

BiA

gz

zg

ωλλω

λωωλ
	
  (2-7) 

となります。または、行列を使うと 

0
2

2
22

22

=⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛

−

−−

B
A

i
i

gz

zg

λωλω

λωλω  

とも表現することができます。(2-7)式が 0== BA 以外の解を持つためには、λの
値は 

0
2

2
22

22

=
−

−−

λωλω

λωλω

gz

zg

i
i  

を満たす必要があります（行列の知識のある人は、行列の固有値λ・固有ベクト
ル ( )BA, を求める問題として解くことができます）。上式は、 
( ) ( )( ) 0224 222222222 =−−−+=−− gzgzzg ωλωλωλωλωλλω  
となるので、二次方程式の解の公式より４つのλを求めると、 

gzgzz

gzgzz

gzgzz

gzgzz

ωωωωωλ

ωωωωωλ

ωωωωωλ

ωωωωωλ

−≈+−=

+≈++=

−−≈+−−=

+−≈++−=

22
4

22
3

22
2

22
1

 (2-8) 

が得られます。 zω は gω より数桁小さいので、(2-8)式の右辺は十分に良い近似に
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なります。得られた解の一次結合によって、一般解を次のように表します。 

∑∑
==

==
4

1

4

1

,
n

ti
n

n

ti
n

nn eByeAx λλ  (2-9) 

そして、これらの係数 nA と nB を求めます。(2-7)式の第１式より  
( ){ } nzgn AiB λωλω 2/22 −=   

となるので、 4321 ,,, λλλλ についての(2-8)式の関係より、 
44332211 ,,, iABiABiABiAB ==−=−=  

が得られます。この関係によって、(2-9)式から nB を消して、 

∑∑∑
===

+−==
4

3

2

1

4

1

,
n

ti
n

n

ti
n

n

ti
n

nnn eAieAiyeAx λλλ  (2-10) 

と表すことができます。 
次に、振子の初期条件を設定し nA を定め、振子がどのように運動するのか調べ
ましょう。最初に振子を手で北方へ iniy だけ移動させて、 0=t の時に初速度 0 で
手を放すとします。初期条件は、 

0,,0 ==== yxyyx ini   
となります。(2-10)式にこの初期条件を代入して、それぞれの nA を求めると、 

giniginiginigini yiAyiAyiAyiA ωλωλωλωλ /
4

,/
4

,/
4

,/
4 34431221 −===−=  

となります。 (2-10)式にこれらの nA と nλ の値を入れて書き直すと、 
( ) ( ) ( ) ( ) ( ){ }
( ) ( ) ( ) ( ) ( ){ }⎪⎩

⎪
⎨
⎧

+=

−=

ttttyy
ttttyx

gzgzgzini

gzgzgzini

ωωωωωω

ωωωωωω

sinsin/coscos

sincos/cossin
 

が得られます。また、２次元座標を複素数によって表現すると、上式の関係は 
( ) ( ) ( ) ( ){ }tittiyixy ggzgzini ωωωωω sin/cosexp −=+  

と表すことができ、 ( )ti zωexp の形が含まれていることから、振動面が角速度 zω で

回転することが容易に分かります。そして、 lggltz /,sin0 == ωθωω を置いてい

たので、 
振子の振動の周期	
 glT g /2/21 πωπ ==  
振動面の回転の周期	
 ( )ltzT θωπωπ sin/2/2 02 ==  
となります。振子の長さ m40=l 、福岡市の緯度(北緯) =ltθ 33.5°として計算する
と、 

[ ]

( )
[ ] [ ]hsT

sT

lt

4.431056.1
180/5.332sin1029.7

2
sin
2

7.128.9/402

5
5

0
2

1

≅×=
•×

==

==

− π
π

θω
π

π
 

と求まります。したがって、振動面は、２日近くかかって１回転することになり

ます。 
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３．ニュートンの運動方程式の一般化した形を知りたい人へ 

（ラグランジアンを用いたフーコーの振子の運動解析） 
 
3.1 ニュートンの運動方程式の一般化（ラグランジアンとオイラー・ラグランジ
ュ方程式） 

3.1.1偏微分の導入 
力学では、偏微分をいう演算を定義すると便利です。偏微分は、通常の微分

（全微分）と違い、関数の中に顕（あらわ）に含まれている変数だけについて

作用する微分です。顕な変数だけに作用する偏微分は x∂∂ / のように∂を使って
書き、通常の微分 dxd / と区別します。 
高校の物理では、質量mの物体が速度 xで運動しているとき、その運動エネ

ルギーTが次のように表せることを勉強しました。 
2

2
1 xmT =  

運動エネルギーTを、速度 xで偏微分してみましょう。すると、 

xpxmxmx
x

mT
x

===
∂
∂

=
∂
∂ 


2

2
1

2
1 2  

となって、 x方向運動量 xp になります。一方、ポテンシャルエネルギーV によ
って力を表す場合も、偏微分を使って、 

x
VFx ∂
∂

−=  

と表現できます。バネのように変位 xに比例する求心力 kxFx −= の場合には、

ポテンシャルエネルギーは、 2)2/1( kxV = となります。 
 

3.1.2偏微分を使ったニュートンの運動方程式の一般化 
運動エネルギーTとポテンシャルエネルギーV と使い、さらに偏部分の定義に
従うと、ニュートンの運動方程式は次のように書き直すことができます。 

( )
x
VT

xdt
dp

dt
dxm

dt
dFxm xx ∂

∂
−=⎟

⎠

⎞
⎜
⎝

⎛
∂
∂

==→=


  

ここで、簡単のために、エネルギーTの中には xが含まれておらずTが速度 xだ
けで決まる場合、つまり ( )xTT = の場合を考えています。他方、逆にポテンシ

ャルエネルギーV の中には xが含まれなくて、 ( )xVV = としています。これは

通常の xyz座標（デカルト座標）での典型的な力学問題の場合になります。こ
の場合、偏微分の定義から、 

0,0 =
∂
∂

=
∂
∂ V

x
T
x 

 

となることが分かります。したがって、偏微分の演算規則に従うと、ニュー

トンの運動方程式は形式的に 

( ) ( ) 0=−
∂

∂
−

⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧ −
∂

∂
→

∂

∂
−=⎟

⎠

⎞
⎜
⎝

⎛
∂

∂ VT
x

VT
xdt

d
x
VT

xdt
d


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と書き直すことができます。そこで、運動エネルギーからポテンシャルエネル

ギーを差し引き、 
	
 VTL −=  (3-1) 
とする量を使うことにします。 VTL −= はラグランジアンと呼ばれます。（４

章で説明しますが、実はエネルギーTの中に xも含まれていて、 ( )xxTT ,= の場

合であってもかまいません。 xxxT ∂∂ /),(  は見かけの力として作用します。） 
ここで VTL −= の定義の意義を知るために、別の一般的な座標を使った例を

考えてみましょう。太陽を原点とし、質量M の太陽の周りを回転する質量mの
惑星の運動を取り上げます。平面極座標 ( )θ,r を使うことにします。惑星の運動

エネルギーは { }222)2/1( θ rrmT += となり、運動エネルギーTが速度 rとθだけ
でなく半径位置 rを含みます。一方、万有引力を表わすポテンシャルエネルギ
ーは単純に rkmMV /−= となります。運動エネルギーTを半径で偏微分すると 

2θmrT
r

=
∂

∂  

となり、これは回転による遠心力になります。上記のようにラグランジアンを

VTL −= の形で定義しておくと、 

2
2

r
mMkmrL

r
−=

∂

∂
θ  

となり、惑星に作用する力が遠心力と万有引力になることが分かります。rやθ
は、デカルト座標 ( )zyx ,, と違い、一般座標と呼ばれることがあります。 
運動エネルギー Tを一般座標で偏部分すると、エネルギーを位置で微分

することになるので「力」を表すことになり、採用した一般座標に特有のみ

かけの力を表すことになります。みかけの力は、採用した一般座標によって、

遠心力のこともありますし、コリオリの力などの場合もあります。 
このように、(3-1)式の定義に基づきニュートンの運動方程式は、偏微分とい

う演算を使うことによって、 

0=
∂
∂

−
⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧
∂
∂ L

x
L
xdt

d


 (3-2) 

と書き換えることができます。この式は、オイラー・ラグランジュ方程式また

はラグランジュ方程式と呼ばれます。上の導出では簡単な例についてラグラ

ンジュ方程式の説明をしましたが、後述の４章では、より一般的に変分原理か

らラグランジュ方程式を導出しています。 
(3-2)式の形だけ見ると、一見、ニュートンの運動方程式と大した違いがない

ように見えます。しかし、ニュートンの運動方程式ではそれぞれの方向につい

て、加速度と力のバランスを考察して方程式を導きます。ラグランジアンの方

法では、運動エネルギーとポテンシャルエネルギーを正確に評価すること

だけ重要であり、それには問題に合わせた一般座標を使うことができます。

そして、加速度と力のバランスを考えることなしに、ラグランジアンからラグ

ランジュ方程式を機械的に導出することができます。複雑な問題では、通常、

ラグランジアンから方程式を導く方法が用いられます。 
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多次元（ n次元）の問題では、n次元の系について、運動エネルギーの和Tと
ポテンシャルエネルギーの和V を作り、それから、一つのラグランジアン

VTL −= を作ります。そして、単純に、次のように n個のラグランジュ方程式
を建てて、 n個の ix を求めていくことになります。 

niL
x

L
xdt

d
ii

~1,0 ==
∂
∂

−
⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧

∂
∂


 (3-3) 

ラグランジュ方程式は多次元の複雑な力学問題にも機械的に適用でき

るので、とても便利な方程式です。運動エネルギーTやポテンシャルエネルギ
ーV を表すときに、 ix は必ずしも直接に座標値を示す変数である必要はありま
せん。 ix は、問題に合わせて、TやV を簡単に表せる量に採ればよく、例えば、
半径や角度のような量であっても構いません。そこで、 ix は一般座標、 ixL ∂∂ / は

一般運動量と呼ばれます。多次元で複雑な問題であればあるほど、ラグランジ

アンとラグランジュ方程式の方法は、威力を発揮します。(3-3)式のラグランジ
ュ方程式は、ニュートンの運動方程式と違い、偏微分の演算を使っているから

表現が画一的にできるようになったといえます。 
それでは、ラグランジュ方程式を使って、フーコーの振子の運動がどのよう

に解けるかみてみましょう。ニュートンの運動方程式の場合とちがって、コリ

オリの力のような見かけの力を導入したり、面倒な近似の工夫をするこ

となしに、機械的に方程式を導くことができます。 
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3.2ラグランジュの運動方程式によるフーコーの振子の運動の解析 
3.2.1座標の定義 
ラグランジアンを使った定式化では、使いやすい変数を使って運動エネルギ

ーTとポテンシャルエネルギーV を表現することだけが必要です。したがって、
ニュートンの運動方程式の場合と違って、見かけの現象としてのコリオリの力

を使わずに、また、定式化の途中で近似を使わないことにします。 
目標として、（地球とともに回転しない）固定した座標系 ( )000 , z, yx で、運動エ

ネルギーTとポテンシャルエネルギーV を記述することにします。そのため、次
のような３段階の手続きを踏むことにします。 
(a)原点を地球の中心に取り、地球の自転と一緒に回転している座標系 ( )x, y, z で
運動を表現します。図 3-1のように、z軸は地球の中心から振子の支点を通る
ようにとります。そして、南側に x軸、東側に y軸を取ることにします。 

(b)次に、 y軸回りに座標を回転し、新しい z軸（ 'z 軸）が北極を向く座標系
( )''' , z, yx によって、運動を表現します。 ( ) ( )''' , z, yxx, y, z →  

(c)最後に、北極（ 'z 軸）の周りに基準位置まで座標系を回転し、地球とともに
回転していない固定座標系 ( )000 , z, yx で振子の運動を表現します。

( ) ( )000''' , z, yx, z, yx →  

θ0

φ0=ω0t

north

φ
θ

→(x0,y0,z0)(x,y,z)

z0

x0

y0

z

x

y'

x'

y

z'

→(x',y',z')
●

 
図 3.1	
 ラグランジアンを使った解析のための座標の定義 

 
振子の支点は、北緯 ltθ で地球の中心から半径 Rの位置にあるとします。北極

から測った角度は、 ltθπθ −= 2/0 になります。ラグランジアンを使う場合には、

計算しやすいようなパラメータ（一般座標）で位置変数を指定することができ

ます。そこで、振子の糸の長さを固定値 lとし、錘の位置を角度 φθ , を位置変数
として使用します。振子が静止した基準位置を 0=θ にとり、 2/~2/ ππ−=θ で

振動を表し、角度φで振動面の回転を記述することにします。 0=φ を北側にと

ると、(a)の座標系 ( )x, y, z で 

( ) ( )000''' , z, yx, z, yx →  
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( )
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

−

−

=
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

θlR
l
l

z
y
x

a
cos
sinsin
cossin
φθ

φθ
 (3.1) 

となります。典型的な長さは、たとえば、 mlkmR 10,6400 ≈≈ となります。 
次に(b)にしたがって、座標系を回転して、北極を 'z 軸とします。この座標変換
では、行列を使うと表現が楽になります。ここでは、式を長くしないため、

φφθθ cs →→ cos,sin のように略記することにします。 
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最後に、北極を 0z 軸とする静止した座標軸で見ることにします。やはり、座標
変換を行列で表現して次の形を得ます。 
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北緯 ltθ により ltθπθ −= 2/0 、自転により t00 ωφ = となります。さらに運動 ( )zyx ,, を

角度 φθ , だけで表すと、 
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と表現できます。 
したがって、ラグランジアンは、 

( ) ( ) ( )θcos12/1 000000 −−++=−= mglzzyyxxmVTL   (3-4) 
となり、ラグランジュの運動方程式は、次の式から導くことになります。 

0=
∂

∂
−

∂

∂

θθ
LL

dt
d
  (3-5) 

0=
∂
∂

−
∂
∂

φφ
LL

dt
d
  (3-6) 

ここで、ポテンシャルV はθだけの関数なので、(3-6)式は次のように簡単になり
ます。 

00 =
∂
∂

−
∂
∂

→=
∂
∂

=
∂
∂

φφφφ
TT

dt
dVV
  (3-7) 

振子の運動を表す座標（独立変数）は、角度 φθ , だけとなっています。 
 
3.2.2運動エネルギーT、ポテンシャルエネルギーV の具体的表現 
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運動エネルギーTの計算をしやすくするために、行列を使った表現を使いまし
ょう。 
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を使って、 
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となります。ここで、 1Bは zyx  ,, を含まず、振子の錘の運動速度には依存しない

遠心力（ポテンシャルエネルギー）を表します。 1Bは
2
0ω に比例します。 2B は、 zyx  ,,

を一次の形を含んでおり、コリオリ力（ポテンシャルエネルギー）を表す項にな

ります。 2B は 0ω に比例します。 
上式を計算するのは多少退屈な作業ですが、工夫して近似をするようなことは

不必要ですから、機械的に計算できます。計算に使う途中経過は、次式になりま

す。 
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φ

θφφ

φθθφθφφθφφθθφθθφθφφθφφθθφ

θφθφφθθφθφφθθ





















23

22

2

2
3

2
3

223

22
3

2
3

2222
3

/

/

2

/

0/

2/1

ml
B

dt
d

mlsθθsccml
sθsθscscccccml

sθsθsccsscccssccmlB

csmlB

cssml
B

dt
d

smlB

cccsssscscsscsccmlB

sθcsscssccmlB

 

 
ポテンシャル部分は、次のとおりです。 

( ) θθθ mglsdVcmglV =∂−= /,1  
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(3-7)式の 0=
∂
∂

−
∂
∂

=
∂
∂

−
∂
∂

φφφφ
TT

dt
dLL

dt
d

 から、 

( )
( ) ( )

{ }

( ){ }
( ) ( )[ ]

{ } { }[ ]
( ){ } { }

{ } { }[ ]
( ){ }lcθRssclscssclm

csscsscθcssml

csscmllcθRssclscssclm

csscsscθcssml

ssclcθRccclcθRcssclml

lcθRssclscssclm

cssml
ssclcθRccθclcθR

cscsθθlcsls
ml

ltltlt

ltlt

ltltltlt

ltlt

ltltlt

ltltlt

ltlt

ltlt

−+=

+++−

−+−+=

+++−

−−−+−+

−+=

++
⎪⎭

⎪
⎬
⎫

⎪⎩

⎪
⎨
⎧

−−−+

+−

φθθθφφθθω

θθθφθφφθθθθθθθω

φθθθθωφθθθφφθθω

θθθφθφφθθθθθθθω

φθθφφθθθφθθθθω

φθθθφφθθω

θθθφθφ
φθθφφθθ

φθθθθθθ
ω

φ

2222
0

2
0

2

0
22222

0

2
0

2

0

2222
0

22
0

22

22

2
2

:














 

 
 
(3-5)式の 0=

∂

∂
−

∂

∂

θθ
LL

dt
d
 から、次の関係が得られます。 

( ){ }
( ) ( ) ( ){ }

( ){ }

( ) ( ) ( ){ }
{ } θθθφφφθθθθφω

θθθφθθφθθθω

θωφθωφ

θθθφφ

φθθφφθθθφθθθφφθθθω

θθθθφθθφθθθω

θφθφφθθφφθω

θ

mglscsmlcccssml

lsθlcθRclcRccclscccslm
mlccml

mglscsml

cccRccsclcsslsscRml

lsθlcθRclslcRccclscccslm
mlccssRclcml

ltlt

ltltltlt

lt

ltltltlt

ltltltlt

lt

−+−−+

−+−−−=

+−

−+

+−+−−+

−++−−−=

++−+−











2
0

2

22222
0

00
2

2

22
0

2222222
0

2
0

22

21

2

1

:
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3.2.3 運動方程式 
 
	
 (3-7)式および (3-5)式に対応して得られる方程式は、次のとおりです。この導
出には、近似をまったく使用していないので、すべての効果を含んでいます。 

{ } { }
{ }

{ }
( ) ( ) ( ){ }⎪

⎪

⎩

⎪
⎪

⎨

⎧

−−+−−−+

−−++−=

−−+=

+++−

)93(21

22

)83(

22

22222
0

0
2222

2
0

22
0

2

lsθlcθRclcRccclscccslm
cccssccmlcsmlmglsml

sclssRscsslccsml
cssmlcsccssml

ltltltlt

ltltlt

ltltltlt

ltlt

θθθφθθφθθθω

φθθθθφθφωθθφθθ

φθθφθφφθθθθω

θθφθθφφθθθθθθω





 

	
 地球の自転による遠心力の効果は、 1Bから出てきて
2
0ω に比例します。 1Bは振

子が静止していても働く遠心力です。遠心力の効果は重力に対して極めて小さい

ものです。さらに、この遠心力の効果は、振子が静止していても現れ、その錘は

地球の中心向から少しずれた方向を向きます（北半球では極わずか南より）。そ

して、このずれた位置に対して振動運動をすることになります。したがって、実

際に振り子をみる立場では、 1B の効果は実際上見えないので、
2
0ω に比例する項

を無視してよいものです。すると 
( ) ( )

( )⎪⎩

⎪
⎨
⎧

−−−++−=

−=++−

)113(22

)103(022

0
2222

0
22

0
2

φθθθθφθωφθθφθθ

φθωθφθθωφθθθ

cccssccmlcsmlmglsml

ccsmlscsml

ltltlt

ltlt




 

が得られます。この方程式は初期条件に応じて振子のいろいろな運動を表すこと

になりますが、(3-10)式から出てくる最も素直な解は、 
φθωθφθωφ coscos2,sin 00 ltlt

 −==   (3-12) 
となります。上式の右の φθωθφ coscos2 0 lt

 −= で、 0ω は自転の角速度なので小さ

い量です。また、θは振り子のθ方向の振動に合わせてゼロの周りの値をとるの
で、φ は平均してゼロになることが期待されます。(3-12)式の最初の ltθωφ sin0= は、

フーコーの振子の振動面が地球の自転（角速度 0ω ）の影響を受けて回転していく
ことを表します。この振動面の回転周期は、緯度 ltθ の場所で ltθsin/1 日（福岡市

なら 1.8日）となります。 
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４．大学で数学・力学を履修した人で、力学法則を変分原理から眺めたい

人へ 
（ラグランジアン・ハミルトニアンと変分法による方程式の導出） 

 
4.1 変分法によるラグランジアンからのラグランジュ方程式の導出 
一次元の運動の場合、ラグランジアンは運動エネルギーTとポテンシャルエネ
ルギーV により 

( ) VTxxL −=,  (4.1) 
で定義されます。典型的な場合には ( ) 22/1 xmT = であり、この時の運動量 xmは一
般運動量 xL ∂∂ / と同じになります。 ( )tx を求めると ( )tx も分かりますから、時間
関数 ( )tx を求める問題となります。この節の後で分かりますが、ラグランジュ方

程式が成立する条件とは、積分値 
[ ] ( )∫=

b

a
dttxxLxI ;,   (4.2) 

が、関数 ( )tx の関数形としての微小変化に対して一定になるような条件（ [ ]xI が

停留値をとる条件）を求めたことになります。ここでは、積分値 [ ]xI を、関数 ( )tx
の関数（汎関数）とみなします。つまり、求める運動状態 ( )tx0 付近での任意の関

数を表現するため、一旦、任意関数 ( )tη に微小量εをかけて関数形の変化を表現
します。 
	
 ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )ttxtxttxtx ηεεη  +=+= 00 ,  (4.3) 
任意関数 ( )tη は、 ( )tx0 の境界条件に合わせて、積分区域の最初と最後でゼロにな

る関数とします。 
	
 ( ) ( ) 0== ba ηη  (4.4) 
これをもとに、積分値 [ ]xI が微小変化ε に対して停留値を取るための条件（εに
よる微分がゼロになる条件）を探します。これは、 

	
 
[ ] 0

0

=
=εεd

xdI  

と定式化できます。まず、分かっている微分関係には、(4.2)式、(4.3)式から 

	
 ( ) ( )txtxx
x
Lx

x
L

d
dL

η
ε

η
εεεε




=
∂
∂

=
∂
∂

∂
∂

∂
∂

+
∂
∂

∂
∂

= ,,  

があります。したがって、 

	
 
[ ] ( ) ( ) ( )∫∫∫ ⎟

⎠

⎞
⎜
⎝

⎛
∂
∂

+
∂
∂

=⎟
⎠

⎞
⎜
⎝

⎛
∂
∂

∂
∂

+
∂
∂

∂
∂

==
b

a

b

a

b

a
dtt

x
Lt

x
Ldtx

x
Lx

x
LdtxxtL

d
d

d
xdI

ηη
εεεε







,,  

となります。積分の第二項は、部分積分の関係と ( ) ( )ba ηη = の条件により 

	
 ( ) ( ) ( ) ( )∫∫∫ ⎟
⎠

⎞
⎜
⎝

⎛
∂

∂
−=•⎟

⎠

⎞
⎜
⎝

⎛
∂

∂
−⎥⎦

⎤
⎢⎣

⎡
∂

∂
=

∂

∂ b

a

b

a

b

a

b

a
dt

x
L

dt
dtdtt

x
L

dt
dt

x
Ldtt

x
L





ηηηη  

と書けるので、第一項と合わせて全体の条件は 

	
 ( ) 0=
⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧

⎟
⎠

⎞
⎜
⎝

⎛
∂
∂

−
∂
∂

= ∫
b

a
dt

x
L

dt
d

x
Lt

d
dI


η

ε
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となります。したがって、 ( )tη がどのような任意関数でも 0/ =εddI が成立するに

は、 

	
 ⎟
⎠

⎞
⎜
⎝

⎛ =
∂

∂
−=

∂

∂
−⎟
⎠

⎞
⎜
⎝

⎛
∂

∂ 0..,0
x
Lp

dt
dei

x
L

x
L

dt
d

x
 (4.5) 

であれば良いことが分かります。この式は、前章に記したようにオイラー・ラグ

ランジュ方程式またはラグランジュ方程式と呼ばれます。(4.5)式を満たす関数
が、(4.3)式の ( )tx0 となります。(4.5)式は、その形から、 
「運動量 xLpx ∂∂= / の時間変化率」＝「受ける力」 

の関係を一般化して表現したものになっています。そこで、(4.2)式の積分が停留
値をとる条件とは、結果的にはニュートンの運動方程式を満たすこととなってい

ます。 
 
運動の自由度が n個の場合には、求める変数がn個となり、 
( ) ( ) ( )nnnn xxxVxxxTtxxxxxxL ,,,,,,;,,,,,, 21212211 •−•=••   (4.6) 
( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )⎩

⎨
⎧

+=

===+=

ttxtx
nibattxtx

iiii

iiiiii

ηε

ηηηε
 0

0 ~1,0,  

[ ] ( )∫ ••=•
b

a nnn dttxxxxxxLxxxI ;,,,,,,,,,, 221121   
となります。そして、 

	
 
[ ] 0,,,

0

21 =
•

=ii

n

d
xxxdI

ε
ε

 

の条件を求めることになります。各々の自由度毎に変分法の計算をすればよいの

で、 

	
 ni
x
L

x
L

dt
d

ii

~1,0 ==
∂

∂
−⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛

∂

∂


 (4.7) 

が得られます。 
	
 ラグランジアンから変分原理によってラグランジュ方程式を得る方法は、いろ

いろな場合に応用できます。電磁場の運動（伝播）を求める場合には、運動エネ

ルギーとポテンシャルエネルギーと採り方が質点の運動の場合と異なりますが、

やはり適用できて、マックスウェル方程式も説明することができます。このよう

に自然界の運動法則は、変分原理によって決まっているとみなすことができます。 
 

4.2 ハミルトニアンの定義とラグランジュ方程式からの正準方程式の導出 
ここで再び、一次元の問題に戻って考えてみます。今までは、系の運動を取り

扱う時、座標 xと速度 xを変数にとって運動を表しました。しかし、実は、この
速度 xより、質量の効果を含む運動量 xp の方がより普遍性のある量です。実際、
量子力学では、不確定原理は座標 xと運動量 xp の対について現れますし、量子化
は運動量 xp について考えます。そこで、系の運動を記述するのに、座標 xと速度
xを変数として取り扱うのではなくて、座標 xと運動量 xp を変数として用いる方
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法があります。 
引き続き、一次元の場合について説明します。ラグランジアンでは、 

( ) xLpxxLL x  ∂∂== /,,  
となっており、速度 xが直接的な量であり、一般運動量 xLpx ∂∂= / は偏微分で表

される二義的な量となっています。ラグランジアンのままで、Lを xと xp の関数
としながら運動方程式を表現できたら良いのですが、それはうまくいきません。

そこで、 ( ) xpxp xx  =∂∂ /  に注目し、速度と一般運動量の役割が交替するように、
次の量を定義してみます。 

LxpH x −=   (4.8) 
このHはハミルトニアンと呼ばれます。 
当然のことながら、元来、速度 xは運動量 xp と関係があり xp の関数とみなすこ
ともできます。一旦、このことを ( )ixpx と表すことにしましょう。もちろん、 i

xp と

xp は値としては同じです。これを使うと、 

( ) ( ) x
x
Lp

p
xxLxp

xp
xLxp

pp
H

xi
ximplicit

xi
xlicit

x
xx










 =⎟
⎠

⎞
⎜
⎝

⎛
∂
∂

−
∂

∂
+=⎥

⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
−

∂
∂

∂

∂
+⎥

⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
−

∂
∂

=
∂
∂

exp

 (4.9) 

となります。つまり、一般運動量 xLpx ∂∂= / の関係を使い ( ) 0/ =∂−∂ xLxpx  の関

係によって、余分な x依存性を消していることがわかります。そこで、ハミルト
ニアンとその偏微分関係 

( ) xx pHxpxHH ∂∂== /,,   (4.10) 
では、一般運動量 xp が直接的な量であり、速度 xpHx ∂∂= / が偏微分で表される

二義的な量となっていて、一般運動量と速度の関係がラグランジアンの場合と対

称的に反転しています。この手続きによって、ハミルトニアンは、速度と一般運

動量の関数として表されます。ハミルトニアンに速度を意味する量が含まれても

良いのですが、運動方程式を作る前にすべての速度は必ず一般運動量で表現し直

すことが必須です。そして、そのハミルトニアンにより、実際に速度が xpHx ∂∂= /
で表される必要があります。	
 

	
 運動方程式は次のように考察できます。(4.8)式のHの微小増分を考えてみると、
一般運動量 xpxL =∂∂ / の関係により xdに関わる項が消えて  

( ) ( )

dx
x
Ldpxxd

x
Lpdx

x
Ldpx

xd
x
Ldx

x
LdpxxdpLxpddH

xxx

xxx

∂

∂
−=⎟

⎠

⎞
⎜
⎝

⎛
∂

∂
−+

∂

∂
−=

⎟
⎠

⎞
⎜
⎝

⎛
∂

∂
+

∂

∂
−+=−=










 (4.11) 

となります。一方、関数形が(4.10)式の左の式の形にもなっているので、 

	
 dx
x
Hdp

p
HdH x
x ∂

∂
+

∂
∂

=  

も成立します。両式を比較して、 

	
 
x
H

x
L

p
Hx
x ∂

∂
=

∂
∂

−
∂
∂

= ,  (4.12) 
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の関係があることが分かります。上の左式は、(4.9)式と同じです。一方、ラグラ
ンジュ方程式(4.5)式は、一般運動量 xLpx ∂∂= / と上の右式を使って 

00 =
∂

∂
+→=

∂

∂
−⎟
⎠

⎞
⎜
⎝

⎛
∂

∂

x
H

dt
dp

x
L

x
L

dt
d x


 (4.13) 

と書き直すことができます。そこで、(4.9)式と(4.13)式から、２つの関係 

	
 
x
Hp

p
Hx x
x ∂

∂
−=

∂
∂

=  ,  (4.14) 

が得られます。(4.14)式は、ハミルトンの正準方程式と呼ばれます。ハミルトニ
アンを使うときは、この正準方程式を作って、計算していくことになります。 
ここで(4.8)式の意味を具体的に考えてみましょう。ラグランジアンは、典型的
な場合には 

( ) ( ) xmxLpxVxmL x  =∂∂=−= /,2/1 2  
となります。そこで 

( ) ( ){ } ( ) ( ) ( ) ( )xVpmxVxmxVxmxmLxpH xx +=+=−−=−= 2222 2/12/12/1   
となり、ハミルトニアンHは、運動エネルギーとポテンシャルエネルギーの和を
表していることになります。 
	
 n自由度の系の問題の場合には、ハミルトニアンは 
	
 LxpH

i
ixi −=∑   

となり、正準方程式は次のように nセット得らます。 

	
 ni
x
Hp

p
Hx

i
xi

xi
i ~1,, =

∂
∂

−=
∂
∂

=   

ところで、ハミルトニアンは運動エネルギーとポテンシャルエネルギーの和を

表すので、正準方程式とは、そのエネルギー和に停留値を与えるような関係にな

っていそうです。最も簡単な１次元の場合について、次節でそれを調べてみまし

ょう。 
 
4.3 変分法によるハミルトニアンからの正準方程式の導出 
	
 ラグランジアンによる一般運動量を使って、一次元運動のハミルトニアンは次

のように表せます。 

x
LpLxpH xx 


∂

∂
=−= ,  

このハミルトニアンに対して、次の汎関数を考えてみます。 
( )∫ ==

b

at x dttpxHI ;,  
座標関数の条件は、任意関数 ( )tη と微小量εを使って、まず 
	
 ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) 0,0 ==+= battxtx ηηεη  (4.15) 
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⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧
+=+=

0
00 1

x
txttxtx




 ηε
ηε  

として、ラグランジアンの場合と同じにします。任意関数 ( )tη の付加による一般
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運動量の変分を求めましょう。 xp の定義から、その変化分を評価すると、 
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となり、 
( ) ( ) ( )ttptp xx ηεα += 0  (4.16) 

と書くことができます。上ではパラメータ 0/ xpx −=α を使いましたが、普通、

0/ xpx  は質量mの意味となりますから、α は負の一定の量とみることができます。
停留値を与える条件は、(4.15)式と(4.16)式からの偏微分関係を使って 
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となり、 
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が成立すればよいことになります。(14.15)式より定数α をもとの値に戻すと、 
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 (4.17) 

となります。ハミルトニアンはその定義自体により(4.9)式のように xpHx ∂∂= / を

満たすので、(4.17)式から 

x
Hpx ∂

∂
−=  (4.18) 

が得られます。(4.9)式と(4.18)式の２つの式がハミルトンの正準方程式です。つ
まり、ハミルトニアンによる汎関数の積分が停留値を取る条件、すなわち運動エ

ネルギーとポテンシャルエネルギーの和が一定値になる条件が、正準方程式とな

っています。 
	
 ラグランジアンの場合には、(4.3)式のように速度変化に対して、 ( )tη の効果は
( )tηε  となっていました。そして、ラグランジアン VTL −= において、軌跡の変

化 ( )tεη による運動エネルギーTの変化とポテンシャルエネルギーV の変化が相
殺する条件がラグランジュ方程式になりました。一方、ハミルトニアンは、通常、

VTH += となりますが、運動量をベースとしている定式化です。ハミルトニア

ンの場合には、(4.16)式のように ( )tη の効果は運動量変化に対して ( )tηεα  と現れ、
α による符号変化が生じます。そこで、 VTH += というエネルギー和の形であ

っても、軌跡の変化 ( )tεη による効果が相殺するように定式化されます。 
ハミルトン形式は全エネルギーを基づいており、力学における最も普遍的な形

式とされています。例えば、微小体系における量子化は、運動量と座標の不確定

原理 ≈ΔΔ xpx など、ハミルトン形式における諸量に適用します。そして、最も

基本的な量子力学の関係式であるシュレディンガー方程式は、ハミルトニアンに
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微分演算子を導入した微分方程式となっています。 
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4.4 ハミルトニアンによるフーコーの振り子の解析 
	
 

	
 ３章の 3.2.2 節のラグランジアンの議論より、運動エネルギーは、	
 

( ) { } 321000000 22/1 BBBzzyyxxmT ++=++=  	
 

( ) ( ) ( ){ }
( ){ }

( ) ( ){ } ( ){ }
⎪
⎪
⎪

⎩

⎪
⎪
⎪

⎨

⎧

=∂∂

−++−−−=∂∂

=∂∂

−+=∂∂

−+−−−=

0/

1/

0/

/

22/1

1

222222
01

1

2222
01

222222222
01

θ

θθθφθθφθθθωθ

φ

φθθθφφθθωφ

θφθθθφθθθω





B

lsθlcθRclslcθRccclscccslmB
B

lcθRssclscssclmB
lcθRclcθRcsclscsclslmB

ltltltlt

ltltlt

ltltltlt

	
 

( ) ( ) ( )[ ]
( ) ( ) ( )[ ]
( ) ( ){ }
( ) ( ){ }
( ) { }⎪

⎪
⎪

⎩

⎪
⎪
⎪

⎨

⎧

+−=∂∂

+−+−−=∂∂

−+−=∂∂

−−−+−=∂∂

−+−+−−=

φθφθωθ

φθθφφθθθφθθθφφθθθωθ

φθθθθωφ

φθθφφθθθφθθθθωφ

φθθφφθθθθθφφθθθθω

sRclscmlB

cccRccsclcsslsscRmlB

csclcθRslsmlB

ssclcθRccclcθRcssclmlB

csclcθRscclcθRsslsssclmlB

lt

ltltltlt

ltlt

ltltlt

ltltltlt

02

22
02

2
02

02

2
02

2/1/

22/1/

2/1/

2/1/

2/1











	
 

( ) ( ) ( ) ( ){ }
{ }

⎪
⎪
⎪

⎩

⎪
⎪
⎪

⎨

⎧

=∂∂

=∂∂

=∂∂

=+−+−=∂∂

++++−=

θθ

θθφφθ

θφφ

φθθφθφφθφφθθφθθφθφφθφφθθφ

θφθφφθθφθφφθθ











2
3

2
3

22
3

2
3

2222
3

/

/

/

0/

2/1

mlB

csmlB

smlB

cccsssscscsscsccmlB

sθcsscssccmlB

	
 

	
 

ポテンシャル部分は、次のとおりです。	
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そこで、 θφ , に関わる一般運動量（正準共役運動量）は、次のようになります。	
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コリオリの力（地球自転角速度 0ω の１次）の項は、一般運動量のなかに入ってし
まいます。	
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定義どおりに、ハミルトニアンを作ると	
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ハミルトニアンの中では、速度を顕わに使用せずに、運動量を用います。	
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ハミルトニアンは、一般座標と一般運動量の関数として、次のように書けます。	
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ハミルトニアンは、φ方向運動エネルギー＋θ方向運動エネルギー	
 
＋ポテンシャルエネルギー（重力＋遠心力）	
 

となっています。	
 

コリオリの力（地球自転角速度 0ω の１次）の項は、ポテンシャルエネルギーの一
部として作用するのではなく、運動エネルギーへ運動量の付加項として作用しま

す。
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確認のため、ハミルトニアンを一般運動量で偏微分すると、	
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確かに、一般運動量による偏微分が、（角）速度を表しています。そして、一般

運動量と（角）速度の間の関係は保持されています。	
 

	
 

ハミルトニアンを一般座標で偏微分して、一般座標方向の力を求めます。	
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運動方程式は、
φφ ∂
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さらに、
θθ ∂
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Hp より、	
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これらは、ラグランジアンで求めた場合の方程式と同じになります。	
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４章のまとめ 
○ニュートンの運動方程式	
 （位置と速度） 
	
 各方向毎に、作用する力（そのもの）による運動量の時間変化（加速度・質量

積）の関係を設定する。 
 
○ラグランジアンによる方法	
 （位置と速度） 
	
 偏微分の操作を利用して、運動量ベクトル、力ベクトルを表す。したがって、

スカラー量である運動エネルギーT、ポテンシャルエネルギーV を使って定式化
できる。ラグランジアン ( ) VTxxL −=µµ , に基づき、運動方程式を導出する。 
利点	
 力の方向毎の定式化を回避できる。問題に合わせて都合のよい座標変数

が取れる。 
特徴	
 ( ) µµµµ xxxLp  ∂∂= /, ：一般運動量（正準共役運動量） 
 
○ハミルトニアンによる方法	
 （位置と運動量） 
位置と正準共役運動量を用いて、運動エネルギーとポテンシャルエネルギーの

和である全エネルギー（ハミルトニアン ( )µµ pxH , ）を一定にする形で定式化する。

量子力学の量子化は、位置と正準共役運動量に基づくハミルトニアンで生じる。 
力学における最も普遍的な形式である。しかし、一旦、正準共役運動量を求め

る必要がある。 
特徴	
 ( ) ( ){ } ( ) ( ){ }LxppxxLxppppxHx µµµµµµµµµµµµ  ∂∂−∂∂−=−∂∂=∂∂= ////,  



33 
 

５．ラグランジアンを用いたマックスウェル方程式の導出 

5.1	
 マックスウェル方程式とポテンシャル 
電磁気学の基本となるマックスウェル方程式（微分形）は、真空中

( )00 , µµεε →→ では次のように書けます。 
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t

 

次に定義されるスカラーポテンシャルφとベクトルポテンシャル Aを用いて、電
場・磁場を表すことにします。次の定義では、(5-1)式と(5-4)式は自動的に満たさ
れます。 

⎪⎩

⎪
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⎧

=
∂
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−−=

AB

AE

rot

grad
t

φ  

次に(5-2)式を考えます。(5-2)式の EDBH 00,/ εµ == を上の定義によるポテンシ

ャルで表して、 
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divgrad
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∂
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となります。ここで、 0div 2 =
∂
∂

+ φ
tc

A  (Lorentz条件) を課すと、 

)'25(0
2

22

2

−=∇−
∂

∂ JAA
µ

tc
 

が得られます。 
一方、(5-3)式の ED 0ε= をポテンシャルで表現すると、 

0
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ρφε
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ここで、Lorentz条件により tc ∂∂−= − /div 2 φA を代入すると、 

ρµρ
εε

ρφφ
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となります。さらに、 000 ,,/ xctjcAc === ρφ と置くと、 

)'3-5(
)(

0
0

02
20

02

jA
x
A

µ=∇−
∂
∂  

が得られます。(5-2’)( 5-3’)式をまとめて書くと 

)4-5(3~0,
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− νµ νν
ν
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xxxx

A

 

となります。このように、ポテンシャルを使うと、Maxwell方程式がすっきりし
た形に表記できます。 
しかしながら、より統一的に表現するためには、次のように複素数を使うと便利

です。複素数を下付き添え字で、今までの実数の量を上付き添え字で表します。 

k
k

k
k

iAAcAA
xxictixx
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,/

,//
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を用いて、磁場を虚数、電場を実数で表します。 
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さらに、電荷と電流を ρρ kk
k vijijcjj =≡=≡ ,0

0 と記して 

( ) )55(0with
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∂
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µ µ
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x
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となります。 
 
5.2	
 電磁場のラグランジアン密度 
電磁場ではエネルギーは密度の形で表すことになります。ラグランジアン密度を

作るには、エネルギー項とポテンシャル項が必要です。それらを次のように採っ

てみます。 
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すると、ラグランジアン密度 L~は、次のようになります。 
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まず、スカラーポテンシャル cAA /0
0 φ== に成立する関係を求めます。ポテンシ

ャル 0A を座標変数のように取り扱ってみます。この 0A は、時間と位置に
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),,,( 321000 xxxxAA = の依存性があるので、ラグランジュ方程式は、5.4節のように 
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と取ります。書き直すと 
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上の左辺に、
0

0

0 x
A

x ∂
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∂
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と
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0 x
A

x ∂
∂

∂
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− を補うと
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が得られます。ここで Lorentz条件 0/
30

=∂∂∑
−=µ

µµ xA を課すと 
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となります。 
ベクトルポテンシャル j

j iAA = についても、下記のとおり、上式と同じ関係が

求まります。 
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( )

( ) )75(condition Lorentz;0with
30

0
30

2

2

0
3030

2

2

−=
∂

∂
−=

∂

∂

−=
∂

∂

∂
∂

−
∂

∂

∑∑

∑∑

−=−=

−=−=

µ µ

µ

µ µ

µ µ

µ

µ µ

µ

µ

x
A

j
x
A

j
x
A

xx
A

j
j

j
j

j

 

(5-6)（5-7)式は、（5-５）式と同じです。このように、ラグランジアン密度から、
Lorentz条件の成立を前提にして、Maxwell方程式が導かれました。このことか
ら、電場と磁場を記述する最初の Maxwell 方程式が、ラグランジアンに関わる
通常の力学原理（相互作用ポテンシャルの微分による力によって正準共役運動量

が時間変化）に従っていたことが分かります。 
 
5.3	
 電磁場のハミルトニアン密度 
次にハミルトニアン密度を考えてみます。ハミルトニアン密度を作るには、正

準共役運動量が必要になります。正準共役運動量を定義するために、通常、

00 / xA ∂∂ （実際的には µµ xA ∂∂ / の中のひとつ）含む形が選択されます。このとき、

付随して補助スカラー場 0B が導入されます。 
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を使って計算すると、下記の関係が導かれます。 
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となります。補助スカラー場 0B の形式的な導入によってラグランジアンを定義し
ましたが、Lorentz条件のときは 00 =B となり、 0B は大して意味のない場となり
ます。しかし、補助スカラー場 0B は電磁磁相互作用と異なる相互作用（弱い相互
作用や強い相互作用）では現実に意味をもって自然界に存在するかも知れません。 
次のラグランジアン密度に対し 
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 電場を意識して、正準共役運動量を定義します。 
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空間方向( k方向）の正準共役運動量は空間電場 kE に比例します。時間方向(0 方
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向)の正準共役運動量は、補助スカラー場 0B で決まります。そこで、 0B は時間方
向の電場とも云える場となっています。しかし、 0B の複素数型が虚数となるため、
空間磁場と同じ型になります。 
ハミルトニアン密度は、導出の手続きに従って、 
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となり、多少の補正が入りますが、電場、磁場および補助スカラー場のエネルギ

ー密度と、相互作用エネルギー密度の和となります。 
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5.4	
 場の量に対するラグランジュ方程式	
 
力学、電磁気学、量子力学では、しばしば、場の量を取り扱います。ここでは、

ラグランジアンによる場の量の取り扱いの例を示します。	
 

場の量として、電磁気学の４元ポテンシャル ( );,,, 3210 xxxxAν 3~0=ν , 

)/,( 00 cActx φ== を考えることにします。それによるラグランジアン VTL −= が、

次の関数形で与えられるとします。	
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そして、次の積分値 I が停留値をとるように場の関数を決めることになります。	
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ここで、ポテンシャル νA の変分を表すために任意関数 ( )xνη を導入します。拘束

として、積分の始点と終点でゼロになる条件 ( ) ( ) 0== ba xx νν ηη を課します。 νA お
よび ν

µA∂ の微小変化は、次のように表わされます。	
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したがって、積分値が停留値をとる条件は、	
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となります。この関係が任意関数 ( )xνη に対して成立するとき、場に関する次の

ラグランジュ方程式を得ます。	
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量子力学の波動関数なども、場の量と同様に取り扱うことができます。	
 

	
 

5.5	
 電磁場中の相対論的古典粒子の運動	
 
良く知られているように、 z方向に運動している相対論的速度の粒子の運動量

は、静止質量 0m と ( )21/1 βγ −= を用いて、 ( ) ( )dtdzmdtdzm //0 =γ と書くことが

できます。しかし、運動している物体に固定して定義した固有時間τ を用いると、
次のように、相対論の表現が簡単になります。	
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ここでは、固有時間τ による微分をドットで表現することにします。	
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特殊相対論の関係式は ( ) cmxm 0
30

2
0 =∑

−=µ
µ となるので、固有時間による速度には

( ) 2
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µ の関係があります。電磁場中の相対論的粒子の運動を表すラグラン

ジアンは	
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となります。相互作用エネルギーは速度に依存しています。そこで、このエネル

ギーは運動エネルギーとして取り扱うべきであり、見かけ上、 VTL += のように

なります。正準共役運動量は、	
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となります。ラグランジュ方程式によって	
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が得られます。そこで、	
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なります。実数を使って表現すると、時間成分と空間成分は、それぞれ	
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となり、電場、磁場による運動方程式となっています。ハミルトニアンは、形式

的に LxpH −= ∑
−= 30µ

µµ  と導くことができるはずです。今の場合にこれを実行すると、

0=H になってしまいますが、これは質量と電磁相互作用の特殊な関係に起因し

ます。しかし、実際的にはハミルトニアンとして ( )∑
−=

−=
30

2

µ
µµ qApH を採ること

ができます。確かに、これを使うと、	
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なり、ハミルトニアンの要件を満たします。結果的には、電磁場中では、自由粒
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子の運動量を µµµ qApp −→ と修正すれば良いことが分かります。ただし、このと

き、実運動量は µµ qAp − となります。	
 

	
 

5.6	
 量子力学的粒子の電磁場中の運動	
 
前述のように特殊相対論の関係式は ( ) ( )20

30

2 cmp =∑
−=µ

µ と表されます。この時間運

動量（全エネルギー）と空間運動量を表す演算子を用いると、Klein-Gordon 方程

式と呼ばれる次の方程式が得られます。	
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ここでは、簡単のために 1== c と略記することにします。対応するラグランジ

アン密度は、これから示すように、	
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となります。変分 δφφφ +→ を考えると、これに対応して	
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となります。そこで、積分値の変化は、部分積分の効果を含めて、	
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となります。δφの任意の変化に対して成立するためには、	
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が成立することになり、確かに Klein-Gordon 方程式となっています。古典的関

係では、電磁場中の運動は、運動量が µµµ qApp −→ と変換しました。そこで、電

磁場中の運動では、運動量の演算子である偏微分を	
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と置き換えればよいことが分かります。このような微分は、共変微分と呼ばれま

す。	
 

 


